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NUMEROS COMPLEJOS 





Unidad Imaginaria 
Definición 


La unidad imaginaria se obtiene al extraer ralz 
cuadrada de -1, se representa de la siguiente manera : 


también se define como : 





2. Prep (n;ke Z) 





Ejemplo : №7 = *1 =i? =- 


10 _ ;-3(4)+2 _ j2 _ _4 








Numeros Complajos 
Son aquellos numeros que tienen la forma : 





fa = Reiz) se llama, parte real de Z 
b= Imz se llama parte imaginaria de Z 


donde : 
CLASIFICACIÓN DE LOS COMPLEJOS 
Complejos Conjugados (7) 
Son aquellos que sólo difieren en el signo de la parte 
imaginaria. 
Ejemplo : 
Z = 3 +41 ; su conjugado es : Z =3-4i 
Complejos Opuestos (/op) 


son aquellos que sólo difieren en los signos de la 
parte real e imaginaria, respectivamente. 


Ejemplo : 
£ = 5-21; su opuesto es: Zop = —5 + 21 


Complejos Iguales 
son aquellos que tienen partes reales e imaginarias, 
respectivamente, iguales. 


Ejemplo : 
De la igualdad : a + bi = 8 - 11i 
tenemos : а = 8; b = -11 


Complejo Мио 
Son aquellos que tienen su parte real e imaginaria, 
respectivamente, iguales a cero. 


SÍ: а + bi es nulo = a + bi = 0 
Luego : a=0;b=0 


Complejo Imaginario Puro 

Es aquel cuya parte real es igual a y su parte 
imaginaria distinta de cero. 
У: a + bi > es imaginario puro => a = 0 
Complejo Real 

Si un complejo es real, entonces su parte imaginaria 
igual a cero : 


Si: a + bi => esreal b = 0 
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Representación de los Complejos 


l. Representación Cartesiana o Geométrica 
En este caso, el complejo está representado de la forma: 


Gráfica del Complejo 


En el plano Gaussiano : 


Cada complejo es un punto en el plano, para ubicarlo Eje imaginario 
se le representa en el llamado plano complejo, 
Gaussiano o de Argand, el cual está formado por un 
eje vertical (eje imaginario) y un eje horizontal (eje real). 


Ejemplo : 
Graficar : Z4 = 3 + 4i 





i» = 5 - 3l 
Деймін Observación : Cada complejo se representa por un 
punto en el plano al cual se le llama afijo del complejo. 





Il Representación Polar o Trigonométrica : 


En este caso, el complejo adopta la forma : 
# = р(Соѕе + i Sen) 


Donde: p — módulo; p > 0 
8 — argumento; () € ө < 2n 


Gráfica del Complejo 


En este caso, se utiliza el sistema de coordenadas polares 
el cual está formado por un punto fijo llamado polo y 
una semirecta que parte del polo, llamado eje polar. El 
módulo (p) es la distancia del polo al punto que 
representa el complejo y el argumento (8) el ángulo 
positivo medido en sentido antihorario desde el eje 
polar hasta el radio vector OZ . 


Graficar : Z = 5(С0540° + ¡Sen40”) 


En el sistema de coordenadas polares : 


Z (5; 40°) 





T 
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Im Sea w = 2 — 2V3i 
Forma Binomial 


w = 2 —2wN3i 


5 5 
w = 2 — 2V3i = 4 cos (S7. + asen (T, 
BT BT 
w = 2 — 2V3i = 4(cos (5) + sen (5) i) 


5 
w = 2 — 2N3i = 4cis (5) 


Forma polar, trigonométrica o forma CIS 


del 57T 
w = 4cis 3 


w = 2 — W3i 


Forma exponencial 
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ACADEMIA 
| Propiedades: z| = |Z] = |z” 
— p z| = Iz = |27 
12122| = |71||72| 
Módulo de Z: |z| = У2.2 > |z| = ya? + b? iz. 
41 41 
Argumento Principal: 0 0x0 < 2п ^2 2% 
z = |z|cis(0) Iz; + 22| < [21| + [22| 
| cis(a)cis(b) = cis(a + b 72| = |z |2 
z = |z|e!? (а) (b) ( ) [zi |z| 
cis(a) z2] = |z |n 
——— = cis(a DI Iza | = lzal 
cis(b) 095 
21 + 22 = ZI + 4? 
cisa)" — cis(na 2. 
( ) ( ) 21.72 — 21.72 
22 = д2 
21 Zu 
42 i 22 





| 
Relación entre la Representación Cartesiana y En la figura sombreada : 
Polar | | 


* p= Ya? +b? 


a =pCos8 
|" b=pSen8 


Sea el complejo : Z = a+b i (a, b >0) 





* 6=Arclg 2 
a 





Polo | a + bi = p Cos8 + (р 5епб)1 





a + bi = p(Cos8 + isen6) 


Para transformar de cartesiana a polar se calcula p y 
в. En el caso inverso, se calcula el valor de la función 
trigonométrica. 1. Transformar : Z = 3 + 4i 


Aplicacion : 


` p=V3*+4* =5 
4 
"8 = ArcTg = = 53° 


> 3+4 = 5(С0553° - 15en537) 





2. Transformar: Z = 6 (Cos37"^ ^ i Sen37) 


£ = 6(С05377-- i Sen37") 


2-6( +13) 
° ° III. Representación de Euler 
yea En este caso, se tiene : 
9 3 => expresado en 
dime 
p(Cos8-iSenS)-pe? ^" >> >>> 
Se cumple : 


Cose + iSen8 = e" 





Siendo : e = 2,71828 .... (base de los logaritmos 
naturales). 


Asimismo : 





a + bi = p (Cos8 + iSen8) = pe” 


OPERACIONES CON COMPLEJOS 
l. | Operaciones en forma cartesiana 


a) Adición y multiplicación 
5e utilizan 





Ejemplo : (3+1)1(3+21) - (5-41) 
Resolución : 
9+61+ 31+ 2i? — 5 +41 


=9+bi+ A1 2—5 + 41 
= 2 +131 


las mismas reglas algebraicas. 





b) Division 





Se multiplica el numerador y denominador por el 
complejo conjugado de este ultimo. 





Ejemplo: Z = сет 
At 
; £*3 3-і D: 2i - 8i — 312 
= 3«i 3-i 9-12 


7-0%й-3 Schi 9 Г. 
9-(-) 10 10 10 








c) Potenciación : 
Se utiliza el teorema del binomio. 


Ejemplo: 


(2i + 3) = 4i* +12i+9 
=-4+12i+9 
=5+12i 


d) Radicación : 
En general se asume que la raíz adopta la forma 
(a--bi) ; luego a y b se hallan por definición de 
radicación. 


45 +121 


45 +121 =a D 


Elevando al c 
5-- 12i = a^ — b^ + 2abi 


vadrado 





Igualando : 
5 2a^—b*; 12 = 2ab 


Resolviendo : 


-4 
а 345-72-32 


р= 2 


а = – 





Observación : Operaciones en forma polar 








* (1+i) = +2 a) Multiplicación : 

1.1 En este caso, los módulos se multiplican у los ar- 
Lo i gumentos se suman. 

11 

1—1 f Z4 =p (Cos 64 +15еп6-) 
* --і 

1+1 Lo = pr (Cos 05 + | Sen 85) 


— 24 із = H Pa [Cos (5 + D: l+ i Sen(8, + Ball 





b) Division : 
En este caso, los módulos se dividen y los argu- 
menios se restan. 
Z4 = рі (Cos 04 +15en 84) 
£5 = р2 (Cos 85 +15еп62) 


> £L. PL [Cos (6, -0,)+iSen (8, — 6)] 
із р? 











с) Potenciación : us Kg | 
En este caso, el exponente eleva al módulo y mul- 1 =N1+0i = Cos 0? +i Sen0* 
3⁄1 = Gel |+isen|0*+ ze | 


tiplica al argumento. 
[p(Cos8 +i Genf" = p"[Cosn& + i Sen n8] k=0,1 2 


d) Radicación : k-0— 34 = 1 
En este caso, se aplica la fórmula de De Moivre. 


k=1 > 34 = = Ta 


Sea : Z = р(Соѕ + iSen6) 





Nota : observa que Wz tieng "п" valores. 


Ejemplo : * "E = 1 
Hallar las raíces cubicas de la unidad. 
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(1; —1).(4; 3) 


01. Si z es un número complejo definido рог z = --------- , determine el 
(0;—25)(2;1) (4; -3) 12 D(A + 3i 
modulo de z. Z = _ (TDCT3D _ 
A) 5342 B) 5? С) 57 J2 (—25i)(2 + i)*(4 — 3i) 
05 85 y o | ADA ` 
` |(—25)(2 + ?(4 — 3i) 
cu men э (;-1) =1-і=1+1 BEZ (1 + i)(4 + 3ü)| 
(4; 3) 2 4 + 3i ` (25i) (2 + i)2(4 = 3i)] 
(0; —25) = —25i iz = IL + 1) 1104 + 31) 
(2;1)=2+i |([-250 (2 + ыс 
(4;—3) 2 4 — 3i zl = Ia + l0 + 20 


_ |(-250I2 + 12| (4 = 39] 


v2.5 N42 


z| = - 
25.(У5).5 125 
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, este 





02. Calcule x, para que el número complejo obtenido en la división 


gráficamente sobre la bisectriz del primer cuadrante. 





A) 10 B) 11 C) 12 
D) 13 E) 14 
x+2i | dond 0 
ieu TES onde n > 


x + 2i = (4 —3i)(n + ni) 
x + 21 =7n+ ni 


debido a la igualdad de complejos x = 7n у además 2 =n 


x = 14 
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m o . (6+81)*(1+ 4/31) 
03. Simplifique el siguiente número complejo aa 
— 3i 
А) 2^ i B) 2451 - i) | 
C)2?(1*i) р) - 2% 45 
н 4 н 
E) 249 (6 + 8i) (1+ V3i) 


(4 = 302 


(10сі(53%) (2cis(60%)) ` 


249 cis(2129)cis(2700?) 


| yA 
(5сі5(323°)) с1(1292°) 
104cis(4.53?)2*? cis(45.60?) 2^?cis(2912?) 
5^cis(4.323?) cis(1292?) 
54,24сі5(2129)245сі5(27009) 249 cis(1620) = 249сіѕ(180)^ = 243 (—1) 
54сіѕ(1292°) 


— —749 


T 
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06. Dado el complejo: 


z- Y (1+1 z = (1+0+(1+02+ (1+03+ (1+0%+ 01+0% I 
k=1 


z(1+i) = (1+0? + (1+ 0° + (1+ 0+... (1+ 0)? (i07 


Calcule: Ј = Re(z) + Im(z) 
А) 1025 В)1026 С) 2° -zi = (1 +i) - (1 + 02% 


D) 210 E) 21! -zi = (1 + i) — [(1 + 0% 


—zi = (1 + i) — [—4]° 
-zi = (1 + i) + 4° 


-zi = 1025 + i 
—zi.i = (1025 + i)i 
z = —1 + 1025i 


Re(z) + Im(z) = 1024 
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07. Calcule un valor de: 





EM +i 


— 


m 








1 


. 11/, 
[11 


l 


=2 rez 


J I+D =1+i 
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08. Sabiendo que: 
z = cos12”- isen 12? m= EE E 


15, d = cos(—12) + isen(—12 
Halle el valor de M = z^? + —. 2 = cos(-12) + isen(-12) 
7i 


Z — cis(—12) 


Y 
(cis(-12)) ^ 
_ A 
cis(15(-12)) 


1 | 15 
71° + = = (cis(—12)) ` + 


gg ES = cis(15(-12)) + 





15 1 _ mel 1 
ge ele = cis(—180) + SEET 
15 1 1 _ 
Z T s ^ —1 + 71 = —2 
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09. бі un número complejo z verifica la ecuación 22 +1 S — 0, determine el valor 


de: 
Е=7+7'+7°+7°+7 +1+ Z° +22 POR 2 л NEP 24 — 72 — (2; 
id 31 s 23 = V2(V2z — 1) -z z^ = V2z — 1 — V2z 
D) 2i Е) 4+1 
) ) 23 =2-V2 PEN 
1-1 
2-2 
z? = /22—1 
23 = z— 2 
E îl 
27 € =g 
26 = 1 — V2z 


27 =V2-z 


1--2--22--23--24--22--26--27 = 0 





10. Si z, a, b, c, є П- ((0; 0) / |z| = 1 











Determine el valor de |f(z) | 


PA eus ze lz] = 1 2.2- 1 

laz + b| = |zllaz + b| 

laz + b| = |z(az + b)| laz + b| |c — abz| |a — bz 
If G)| — bz+allab— zl р 

laz + b| = laz. z + bZ 5.2 + a |lab — ё2| [аз — b| 

laz + b| = |a + bz| 
|f (2)| = 1.1.1 

laz + b| = |a + bz 

laz + b| = |a + bz 

laz + b| = |a + b. z| 


laz + b| = la + b.z| 





>, 
PITAGORAS 
ACADEMIA 







12. Se definen los conjuntos 


ee | А = {z +i talque |2- 1| x 2 |z - 1] < 2 

sai зы м ак. | . |х + (у= 1)i _- 1] < 2 
| Zz +1 = x + YL | 

В-|2--З/Не(2)-Іт(2) 27| z = x + (y = Di (х= 1) + (y - Dil < 2 


donde z = C. 


| АсоВ=ф 1.2=2 + 21 є B 


\/(х — 1)? + (y — 1)? < 2 


(х – 1)? + (у — 1)? < 4 







Ill.z = i А. 
А) VVV В) УМЕ С) МЕМ 
D) ЕЕЕ Е) FVF 


В = (z + 3 tal que Re(z) + Im(z) > 7) 
2+3 = х + yi 
z=x—3+yi 


Re(z) + Im(z) > 7 


X—3+y>7 





Rpta.— VFV 
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CADEMIA 
07. Si el conjunto: 
A = (z e Ü / [z| < 2 +1т(2)} entonces А = {z E C tal que || < 2 + Im(z)] 
la gráfica que mejor representa al 
conjunto A es: 
z = x + yi d + У <2+y х? +у? <4+4у + у? 
x^ < 4 + 4у 
х? — 4 
T 4 
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08. Identifique el conjunto de puntos en 
el plano complejo, definido por: 


A -іге! ИЕ < 2,-5-3z| < 9; 
2-1 


= < arg z+ 2 )< =) 
6 L al 4 













A = Iz ec tal que 1 <2 |-5—3z| < 9 E A р... 
E si wc Et 1 н z| < 9, ES rg|z +53 ` 
z = x + yi |-5- 32| < 9 
(х= 1) + yi] |—5 — 3(x + yi)| < 9 
|x + 1) + yi] ` 


—5 — 3x)? —3y)^x9 
Гарну, У 
сту? (х+) + (у)? < 32 
(x — 1^ + y^ 
БЕТИ? 


(x — 1)2 + y^ € 4(x + 1)? + 4y* 
0 < 3x^ + 10x + 3 + 3y? 


0<x2+=x+1+ : 
< Z y 


2 
5 25 4\? iW 
< =) => 2 А Е 2 
os (+3) g tity (=) < (х+ ty 


`. 
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2 2 
S «(eun 
5 2 
(s + 5) + (у)? < 32 


P ID 2" 
6 94473] 4 












`. 
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2 2 
S «(eun 
5 2 
(s + 5) + (у)? < 32 


P ID 2" 
6 94473] 4 
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10. En relación al polinomio complejo: 
P(z) = 2° + 3iz? - (5 + 31) z + 4 


¿Cualles) de los siguientes 
enunciados son correctos”? 


